La s\'erie enti\`ere $1+\frac
  z{\Gamma(1+i)}+\frac{z^2}{\Gamma(1+2i)}+\frac{z^3}{\Gamma(1+3i)}+...$
  poss\`ede une fronti\`ere naturelle~! by Zhang, Changgui
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La se´rie entie`re 1 + z
Γ(1+i)
+ z
2
Γ(1+2i)
+ z
3
Γ(1+3i)
+ ... posse`de une
frontie`re naturelle !
Changgui ZHANG∗
Re´sume´ – Les se´ries lacunaires sont les exemples les plus classiques des se´ries entie`res qui ne
peuvent pas se prolonger au dela` de leurs cercles de convergence ([4, § 93-94, p. 372-383], [8, §7.43,
p. 223], ...). Dans la pre´sente Note, nous e´tudions une famille de se´ries entie`res, non lacunaires, ayant
pour coefficients des valeurs prises par la fonction Gamma sur des lignes verticales. Nous expliquons
comment les repre´senter en termes de se´ries de Dirichlet lacunaires, ce qui nous permet de conclure a`
l’existence de leur frontie`re naturelle. Lie´s au comportement ≪ ale´atoire ≫ de la fonction Gamma sur
toute ligne verticale, les re´sultats ainsi obtenus verront e´galement des explications dans notre travail
en cours sur des e´quations aux q-diffe´rences-diffe´rentielles, dites ≪ type pantagraphe ≫ (voir [6] pour
l’instant).
Abstract – The Power Series 1+ zΓ(1+i)+
z2
Γ(1+2i)+
z3
Γ(1+3i)+... Has a Natural Boundary – The
lacunary series are the most classical examples among all the power series whose circle of convergence
constitutes a natural boundary ([4, § 93-94, p. 372-383], [8, §7.43, p. 223], ...). In this Note, we study
a family of non-lacunary power series whose coefficients are given by means of values of the Gamma
function over vertical line. We explain how to transform these series into lacunary Dirichlet series,
which allows us to conclude the existence of their natural boundary. Our results, which illustrate in
what manner the Gamma function may have a unpredictable behaviour on any vertical line, may also
be partially understood in the framwork of our forthcoming work on a class of differential q-difference
equations, namely, on pantagraph type equations (see [6] for instance).
——
Dans un travail sur des e´quations line´aires fonctionnelles aux q-diffe´rences et diffe´rentielles (voir,
pour l’instant, [6]), nous rencontrons une famille de se´ries de Laurent qui e´voquent des valeurs de la
fonction Gamma sur une ligne verticale. Le but de la pre´sente Note est d’e´tudier leur prolongement
analytique et de faire remarquer l’existence de la frontie`re naturelle.
Bien que la question de la coupure analytique, en tant que sujet de recherche ge´ne´ral, semble devenue
≪ de´mode´e ≫, nos se´ries, a` coefficients ≪ explicites ≫, fournissent ne´anmoins des exemples ≪ concrets
et naturels ≫ de se´ries non lacunaires qui ne peuvent se prolonger au dela` du disque de convergence.
Selon une ide´e ge´ne´ralement rec¸ue, depuis le travail d’E. Fabry [5], chez une se´rie a` frontie`re naturelle,
les coefficients de cette dernie`re paraˆıtront comme e´tant ≪ arbitrairement donne´s ≫. Ainsi nos se´ries
permettent-elles d’illustrer a` quel point est ≪ arbitraire ≫ le comportement de Γ(a+ ib) lorsque b tend
vers l’infini suivant une progression arithme´tique. Voir l’article [1] pour une e´tude sur la convexite´ de
log Γ(z) dans le plan complexe et, en particulier, sur une droite verticale de celui-ci.
Le reste de l’article comprendra deux paragraphes : le the´ore`me 1, notre principal re´sultat, sera
e´nonce´ dans le premier et sa de´monstration sera faite dans le dernier.
∗Laboratoire P. Painleve´ (UMR – CNRS 8524), UFR Math., Universite´ de Lille 1, Cite´ scientifique, 59655 Villeneuve
d’Ascq cedex, France. Courriel : Changgui.zhang@math.univ-lille1.fr
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1 Notations et e´nonce´s
Les notations N, Z, R, C sont standard.
(1.1) Soit (u, v) ∈ C×R tel que u /∈ −N+ 2vi
π
Z et conside´rons la se´rie de Laurent note´e Ψ(u, v, z),
de la variable z, de´finie par
Ψ(u, v, z) =
∑
n∈Z
Γ(u+
2ivn
π
) zn .
D’apre`s la formule de Stirling, on a (cf [2, Corollary 1.4.4, p. 21]) :
Γ(u+
2ivn
π
) = O(nu−
1
2 e−|vn|)
lorsque l’indice n tend vers ±∞ ; on en de´duit que, si v 6= 0, la se´rie Ψ(u, v, z) de´finit une fonction
analytique dans la couronne Cv avec ceci :
Cv := {z ∈ C : e
−|v| < |z| < e|v|}.
Soit C+ le demi-plan ℜu > 0 de C et R+ la demi-droite v > 0 de R.
The´ore`me 1. Pour tout couple (u, v) ∈ C+×R+, la se´rie Ψ(u, v, z) admet ∂Cv pour frontie`re naturelle.
(1.2) Ce the´ore`me sera de´montre´ dans le parapraphe 2 ; avant de faire ceci, nous nous contenterions
de donner quelques conse´quences du re´sultat.
D’abord, notons que la fonction Ψ(u, v, z) satisfait aux relations suivantes :
Ψ(u+ 1, v, z) = (
2vi
π
∂z + u)Ψ(u, v, z) , Ψ(u, v,
1
z
) = Ψ(u,−v, z) ,
lesquelles nous permettent d’e´tendre le the´ore`me 1 de la manie`re suivante.
Corollaire 1. Pour tout couple (u, v) ∈ C×R∗, si u /∈ −N+ 2vi
π
Z, alors la se´rie de Laurent Ψ(u, v, z)
admet ∂Cv pour frontie`re naturelle. 
En conside´rant Ψ(u, v, z) comme e´tant la somme d’une se´rie entie`re de la variable z avec une se´rie
entie`re de 1
z
, nous de´duisons aise´ment du corollaire 1 le
Corollaire 2. Soit (u, v) ∈ C×R∗ tel que −u /∈ N+ 2iv
π
N. La se´rie entie`re
∑
n≥0 Γ(u+
2ivn
π
)zn admet
le cercle |z| = e|v| pour frontie`re naturelle. 
(1.3) D’apre`s la formule du comple´ment de Γ, on a la relation
Γ(u+
2ivn
π
)Γ(1− u−
2ivn
π
) =
2πi
eπui−2vn − e−πui+2vn
,
ou encore :
2πi
Γ(u+ 2ivn
π
)
=
(
eπui−2vn − e−πui+2vn
)
Γ(1− u−
2ivn
π
) ,
laquelle, combine´e avec le corollaire 2, nous conduit au re´sultat suivant, jusitifiant ainsi le titre de
l’article.
Corollaire 3. Soit (u, v) ∈ C × R∗. La se´rie entie`re
∑
n≥0
zn
Γ(u+ 2ivn
pi
)
admet le cercle |z| = e−|v| pour
frontie`re naturelle. 
(1.4) Les re´sultats pre´sente´s ci-dessus trouveront une explication partielle dans un ordre d’ide´es
assez proche de celui du travail d’E. Fabry [5]. En effet, le couple (u, v) e´tant fixe´ dans C+ × R+, si
2
l’on note φ(n) = arg Γ(u + 2ivn
π
) mod 2π, la formule de Stirling implique que, lorsque n augmente
inde´finiment, φ(n) est d’ordre n lnn et
φ(n+ 1)− φ(n) =
2v
π
ln
(2vn
π
)
+O
( 1
n
)
mod 2π.
(1.5) Mentionnons enfin qu’il serait plausible d’e´tendre les re´sultats de (1.1)-(1.3) aux se´ries pour
lesquelles les coefficients αn sont donne´s par l’une des me´thodes suivantes.
(A) αn = R(Γ(u+
2ivn
π
)), R e´tant une fraction rationnelle d’une variable.
(B) αn = (a1,n...aℓ,n)/(b1,n...bm,n), ou` ℓ, m ∈ N, ℓ+m > 0 et ou` chaque facteur aj,n ou bj,n est de
la forme Γ(uj +
2ivjn
π
), les (ℓ+m) couples (uj , vj) e´tant suppose´s ≪ ge´ne´riquement non lie´s ≫.
(C) Combiner les me´thodes (A) et (B).
2 De´monstration du the´ore`me 1
Elle se fait au moyen d’une repre´sentation de Ψ(u, v, z) en termes de se´rie de Dirichlet, obtenue
depuis l’inte´grale eule´rienne de Γ et du the´ore`me des re´sidus.
Dans ce paragraphe, nous rappelons que ℜu > 0 et v > 0.
(2.1) Soit L+ et L− deux demi-droites partant de l’origine dans le premier quadrant et dans le
quatrie`me quadrant respectivement, c’est-a`-dire, L+ =]0,∞e
iǫ[ et L− =]0,∞e
−iǫ′[ avec ǫ, ǫ′ ∈]0, π2 [ ;
afin d’alleger l’exposition, nous supposerons ǫ′ = ǫ. A l’aide de l’inte´grale eule´rienne de Γ, on e´crit :
Ψ(u, v, z) =
∑
n≥0
∫
L+
e−t tu
(
t
2iv
pi z
)n dt
t
+
∑
n<0
∫
L−
e−t tu
(
t
2iv
pi z
)n dt
t
,
ou` tα = eαLog t, Log de´signant la branche principale du logarithme dans le plan complexe ou, plus
exactement, dans la surface de Riemann associe´e.
Supposons que z ∈ C satisfasse aux conditions suivantes :
sup
t∈L+
∣∣zt 2ivpi ∣∣ < 1, sup
t∈L−
∣∣zt 2ivpi ∣∣ > 1 ,
ou, de manie`re e´quivalente,
e−
2v
pi
ǫ < |z| < e
2v
pi
ǫ, ǫ ∈]0,
π
2
[ ;
sous ses conditions, et par un argument standard de type Fibini, on arrive a` la repre´sentation inte´grale
suivante :
(I) Ψ(u, v, z) =
∫
L+−L−
e−t tu
1− zt
2iv
pi
dt
t
.
(2.2) Soit z ∈ Cv et choisissons ǫ suffisammenet proche de
π
2 dans ]0,
π
2 [ de fac¸on a` avoir l’inte´grale
(I) pour Ψ(u, v, z) ; supponsons, en plus, que arg z ∈] − π, π]. En annulant le de´nominateur 1 − zt
2iv
pi
sous le signe inte´gral de (I), on trouve que les poˆles, simples, de l’inte´grand dans le demi-plan a` droite
constituent la ≪ spirale ≫tz v˜
Z, avec
tz = z
−pii
2v = e−
pii
2v
Log z, v˜ = e
pi2
v ∈]1,+∞[ ;
on remarquera que cette spirale se situe entre L+ et L−.
Ceci e´tant, le the´ore`me des re´sidus applique´ a` l’inte´grale (I) nous conduit a` l’expression suivante :
(D) Ψ(u, v, z) =
π2e−
upii
2v
Log z
v
∑
k∈Z
v˜ku e−tz v˜
k
,
3
dans laquelle la se´rie du second membre est une ≪ se´rie de Dirichlet ≫ ; voir [7, Chapter IX, §8, p.
432-440].
(2.3) Soit u ∈ C+, q > 1 et conside´rons les se´ries suivantes :
(S) S−(u, q, ζ) =
∑
k<0
qkue−ζq
k
, S+(u, q, ζ) =
∑
k≥0
qkue−ζq
k
.
Il est clair que S−(u, q, ζ) de´finit une fonction entie`re de la variable ζ. D’autre part, S+(u, q, ζ) de´finit
une fonction analytique dans le demi-plan ℜζ > 0 et l’axe imaginaire ℜζ = 0 en forme une frontie`re
naturelle : voir l’appendice a` la fin de l’article. On terminera ainsi la preuve du the´ore`me 1 graˆce a`
l’expression (D), avec q = v˜ et ζ = tz. 
(2.4) Observons enfin que, dans (S), on a les relations fonctionnelles
quS−(u, q, qζ)− S−(u, q, ζ) = e
−ζ , quS+(u, q, qζ)− S+(u, q, ζ) = −e
−ζ ;
ou encore, en posant S(u, q, ζ) = S−(u, q, ζ) + S+(u, q, ζ) :
quS(u, q, qζ) = S(u, q, ζ).
Ces relations repre´sentent des e´quations line´aires aux q-diffe´rences singulie`res re´gulie`res (ou dites fuch-
siennes) en ζ = 0 ; voir [3] et [9].
Appendice – Par analogie avec la the´orie des se´ries entie`res lacunaires, voici un e´nonce´ concernant
la se´rie de Dirichlet. Soit λ1 < λ2 < ... une suite de re´els strictement croissante telle que λn+1−λn →∞
pour n → ∞. Soit A(s) =
∑
n≥1 ane
−λns une se´rie de Dirichlet, avec an ∈ C ; on notera σ = σc(A)
son abscisse de convergence. Si σ est finie, alors l’axe ℜs = σ constitue une coupure analytique pour
la se´rie A.
Remerciement – L’Auteur tient a` remercier Professeur Herve´ Queffe´lec de lui avoir ≪ prouve´ a`
la main ≫ l’e´nonce´ inclus dans l’appendice et remercier Professeur Jean-Franc¸ois Burnol pour ses
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